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Introduzione

Le attivita previste dal Dipartimento di Ingegnedell'Informazione e Matematica Applicata
dell'Universita di Salerno nell’'ambito del proget@resco, inquadrate n&P 111.3 Modelli e
Strumenti di supporto alla Ottimizzazione e Riconfgurazione delle Reti hanno riguardato
lanalisi e lo sviluppo di tecniche di ottimizzam® per la scelta ottimale dei parametri che
caratterizzano il modello fluidodinamico per l'aisaldella trasmissione di informazioni su reti di
telecomunicazioni.

Uno dei fenomeni critici nella trasmissione di imf@zioni € la congestione ai nodi, che si verifica
guando c’e un sovraccaricamento del flusso di petticim uno o piu punti della rete (ad esempio
nei router), con conseguente condizione di ritamitico e degrado delle prestazioni del sistema. In
pratica un router congestionato non riesce piudirgetutti i pacchetti che gli arrivano, inizia a
perderli, e cido causa delle ritrasmissioni che aggno maggiormente la congestione. Inoltre questo
fenomeno si propaga ai router piu vicini, coinveide globalmente la rete.

In questo contesto, nellambito de progetto CRESQGOno state sviluppate tecniche di
ottimizzazione, basate sull'introduzione di alcutinzionali di costo, utili a migliorare le
prestazioni delle reti e ad evitare fenomeni cosglgquali la congestione delle stesse.

Il documento é articolato come segue. La primacsezintroduce l'idea del modello per il flusso
del traffico su reti di telecomunicazioni, basatdles leggi di conservazione, ponendo l'accento
sugli algoritmi per l'instradamento dei pacchettirdormazioni, fondamentali per la trattazione. La
seconda sezione espone il caso di studio trattatogndo dei brevi cenni sull'utilizzo degli
algoritmi per nodi 2x1 e 2x2 e sull’'ottimizzazion#enuta. La terza sezione introduce le nozioni
base sul modello che serviranno per illustrareetaithe di ottimizzazione sviluppate; inoltre si
richiama la costruzione di soluzioni ai problemiRlemann ai nodi, per entrambi gli algoritmi di
instradamento considerati e si conclude con I'analiel problema del controllo ottimo dei
parametri del modello, introducendo i funzionalcdsto nel caso speciale di un singolo nodo.

1 Modello reti TLC

Una rete di telecomunicazioni viene descritta daumero finito di linee di trasmissione modellate
da intervalli [ai, b] (con uno dei due estremi possibilmente infinitbg si incontrano in qualche
nodo (routers) che riceve e invia informazioni émnfia di pacchetti. Ciascun pacchetto pud essere
visto come una particella sulla rete, ma bisognaerteconto di questioni specifiche di

telecomunicazioni, ad esempio, avendo in menteta Internet, si assume che ciascun pacchetto

viaggia sulla rete ad una fissata velocita e comssegnata destinazione finale e che i routers
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ricevano, processino e instradino i pacchetti chespno essere persi con una probabilita che
aumenta allaumentare dei pacchetti processati.

L’idea € di guardare alla rete in una scala tempdraermedia in modo tale che la trasmissione dei
pacchetti avvenga ad un livello piu veloce ma dihequilibri della intera rete siano raggiunti solo
asintoticamente. Cio permette di costruire un nmlodsie si basa su una descrizione macroscopica.
Se si considerano due routers consecutivi, poicascen router rimanda al nodo successivo i
pacchetti persi fin quando non arriva ad essaoghake di ricezione, si pud assumere che in unascal
temporale intermedia i pacchetti sono conservassBndo poi a “backbones” della rete, che sono
formati da molti router consecutivi, e guardandouima scala spaziale intermedia, si arriva a
considerare un modello consistente in una singetd di conservazione, in cui la quantita

conservata e la densita di pacchetto:
ot f(0),=0, (1)

dove p e la densita dei pacchetti (numero di pacchettupéa di spazio) edf = p v(p) e il flusso
(numero di pacchetti per unita di tempo), oc(rp) velocita di trasmissione dei pacchetti.

Poiché la velocita su ciascuna linea e suppost@ames € possibile ricavare una velocita media di
trasmissione tra i routers considerando la quadtifcchetti che puo essere persa. Assegnando una
probabilita di perdita di pacchetto come funzioedladdensita, passando al limite nella procedura di
invio e rinvio dei pacchetti si ottiene una funzorelocita e quindi una funzione flusso.
Si é supposta una funzione di probabilita di parditpacchetti del tipo:
0, O<p<o,
p(p) = #, o<

dove p,.., € la densita massima supportata da una linez; en valore soglia prefissato.
A partire da tale probabilita si é ricavata unabeégh media di trasmissione:
Vv, O<p<o,
v(p)=v(l- =<_(20-
(p) =V(A=p(P)) =1 ( P) o<p<p .

e da qui la funzione flusso.
Su ciascuna linea di trasmissione viene anche deradb un vettore che descrive le funzioni di
tipo traffico, cioe le percentuali di pacchetti ckhanno da una fissata origine ad una fissata

destinazione. L'evoluzione @i segue un’equazione semilineare:

7T +Vv(p) 7T, =0,



che viene accoppiata alla legge di conservazioietraduzione di tale equazione € giustificata in
sequito.

Poiché I'obiettivo & quello di modellare reti comgde € stata risolta la dinamica ai nodi in cuitenol
linee si intersecano. Il passo principale per $altizione del problema di Cauchy ai nodi consiste
nella risoluzione del problema di Riemann, problein@auchy con dati iniziali di tipo Heavy-side.
Alle giunzioni i problemi di Riemann sono sottodetenati per cui sono stati introdotti ulteriori
condizioni. Sono stati considerati due algoritminditradamento dei pacchetti:

RAL: | pacchetti dalle linee entranti vanno su quelieenti in base alla destinazione finale.

RA2: | pacchetti dalle linee entranti vanno instradati quelle uscenti al fine di massimizzare il
flusso di pacchetti sulle linee entranti ed uscenti

La differenza principale nei due algoritmi € chentne il primo non tiene conto di possibili
sovraccarichi della rete, e si comporta, con qualabhuso di notazione, come uno “switch”, il
secondo indirizza i pacchetti sulle linee uscestiendo in considerazione i carichi e dunque
ridirezionando i pacchetti in modo tale da masszanie il flusso sia sulle linee entranti che su lguel
uscenti. Ancora con qualche abuso di notazionetepwho dire che il secondo algoritmo si
comporta come un “router”.

Si osserva che l'algoritmo RA1, gia usato per dffico stradale, prevede la definizione di una
matrice di distribuzione del traffico che descriagercentuale dei pacchetti cha dalle linee etitran
sono indirizzati sulle linee uscenti.

Per quanto riguarda il secondo algoritmo, non aersio per il traffico stradale in quanto il
ridirezionamento non é previsto da un punto diavistodellistico (eccetto che in casi eccezionali,
quali la chiusura di qualche strada), per avereitandelle soluzioni ai problemi di Riemann, sono
stati introdotti parametri aggiuntivi, chiamati pettivamente di priorita, che descrivono le preorit
tra linee entranti e parametri di distribuzione dienno lo stesso significato della matrice di
distribuzione del traffico. Il risultato di dipenuiza continua dei dati mostra che la scelta di un
algoritmo di tipo “router” implica la stabilita delsoluzioni, rispetto a perturbazioni dei datinto
l'instabilita ottenuta con uno di tipo “switch”.

Uno dei “drawbacks” dei precedenti algoritmi € amen si considera il percorso globale dei
pacchetti. Per esempio consideriamo una rete inatmwini nodi sono congestionati: se usiamo
'algoritmo RA2 che massimizza il flusso sulle leneentranti ed uscenti i pacchetti non sono

instradati verso nodi congestionati, per cui pdisgb entrare in loops.



congeste(

Questi ultimi sono evitati se si considerano chpacchetti originati da una sorgente e con
un’assegnata destinazione hanno percorsi pretisieino della rete. Tali percorsi sono determinat
dal comportamento alle giunzioni attraverso il ostr.
Sono state considerate diverse funzioni di distidmi del traffico che descrivono diverse strategie
di instradamento:
1) Ad una giunzione il traffico iniziato da una sorgers e con destinazione finald,
proveniente dalla linea di trasmissidngiene instradato su un’assegnata lipea
2) Ad una giunzione il traffico iniziato da una sorters e con destinazione finald,
proveniente dalla linea di trasmissioneviene instradato su ogni linea (con coefficienti
probabilistici) o su alcune di esse.
La prima funzione di distribuzione del traffico egg stata considerata per il traffico stradale, pe
cui ci e focalizzati sulla seconda, in particolso@o stati analizzate due casi:
2a) in una giunzione il traffico proveniente da assegnata sorgente e con un’assegnata
destinazione viene instradato o non instradatmsuinea uscente ;
2b) in una giunzione il traffico proveniente da assegnata sorgente e con un’assegnata
destinazione viene instradato su ogni linea uscameaina certa probabilita.
Partendo da una funzione di distribuzione delizaféd usando il vettore, si calcola la matrice di
distribuzione del traffico.
Per risolvere la dinamica ai nodi infine sono stiénite le soluzioni ai problemi di Riemann nei
seguenti casi:
= Algoritmo RAL, funzione di distribuzione di tipo a
= Algoritmo RAL, funzione di distribuzione di tipo Rb
= Algoritmo RAZ2 funzione di distribuzione di tipo 2a)
= Algoritmo RAZ2 funzione di distribuzione di tipo 2b)
Osserviamo che nel caso di nodi con un genericoenairdi linee entranti, ma con una sola linea
uscente, poiché i pacchetti devono necessariamesgere instradati su quest’'unico link, gli

algoritmi RA1 e RA2 coincidono. In particolare se ssa lalgoritmo RA2, definito
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r= min{riﬂ“ax rmax} dove ™ & la somma dei flussi massimi sulle linee entraif;* & la somma

77 out

max

dei flussi massimi sulle linee uscenti, per le diretranti nel caso in cui,~ > si introduce il
parametro di prioritap , mentre per le linee uscenti §&.° > bisogna introdurre il parametro di

distribuzione del trafficar .

Nodo generic

out

Tali parametrip e a sono considerati come controlli e inoltre poss@ssere definiti due
funzionali di costo per misurare I'efficienza del&e in termini di:

1. Velocita dei pacchetti che viaggiano attraversketa.

2. Tempo impiegato dai pacchetti per andare dallaesdegalla destinazione.

Il primo verra indicato conl, e il secondo corl, . Per ottimizzare le prestazioni della rete, I'idea
quella di massimizzare e minimizzare, rispettivatagndue funzionaliJ, e J,, in funzione dei

parametri dipendenti, in modo da ottenere il fluaa giunzione con massima velocita nel minor

tempo possibile.

2 Caso di studio

La topologia della rete che tratteremo nel cassiwdtiio, € mostrata in figura 2.1. La rete congiste
* 24 nodi;
* 12 linee entranti;
* 12 linee uscenti;

e 36 linee interne.
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Fig. 2.1: Caso di studio.

Tale sottorete € composta da nodi di tipo 2x2, careédue linee entranti e due linee uscenti, per cu
illustreremo le tecniche di ottimizzazione per nddtale tipo, partendo dall'analisi preliminare di

nodi piu semplici costituiti da due linee entraatida una sola linea uscente. Ci limiteremo a

considerare un algoritmo di instradamento di tigk?R

Nodi 2X1
Poniamo dapprima I'attenzione su giunzioni 2x1 (Rig).

Fig. 2.2: nodo di tipo 2x1.

In questo caso il controllo avviene solo sulle déirmtranti attraverso il parametro di priorjta



Il problema dell’ottimizzazione € completamenteoltis, ottenendo la massimizzazione dei
funzionali.

Inoltre come gia osservato, poiché €& presente igdurinea uscente non € previsto il
reinstradamento dei pacchetti sulle linee usceétitha di massimizzare il flusso sui link entraad

uscenti per cui gli algoritmi RA1 ed RA2 coincidono

Nodi 2X2
Consideriamo una porzione della rete mostratagr2FL, composta da un unico nodo con due linee

entranti e due linee uscenti (Fig.2.3)

Fig. 2.3: generico nodo.

L’algoritmo di instradamento che prenderemo in ter®zione é:

(RA2): i pacchetti sono inviati sulle linee usceintimodo tale da massimizzare il flusso attraverso

la giunzione sia sulle linee entranti che su quedieenti.

In particolare ricordiamo che questo tipo di algoo invia pacchetti sulle linee uscenti tenendo

conto dei carichi delle linee stesse, potendo mdisezionare i pacchetti.

Analizziamo i seguenti tre casi alla giunzione:

* Flusso di ingresso = massima capacita sui linksdita. In questo caso tutto cido che entra

nel nodo dalle linee entranti € uguale a tuttoatie esce dalla linee uscenti. In figura 2.4 e
mostrata la situazione: S8 € la massima quantita di pacchetti che puo entrafenodo,

sulle linee entranti la quantita di pacchetti @etivamentepC e (1- p)C, il cui totale da

un’idea del flusso d'ingresso; sulle linee usceldi quantita di pacchetti € data

rispetivamente  da aC e (1-a)C. Quindi, semplicemente, risulta che

pC+(1- p)C=aC+(1-a)C=C.
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Fig. 2.4: flusso di ingresso = massima capacitdirskidi uscita.

Flusso di ingresso > massima capacita sui linksdita. La situazione € mostrata in Figura

2.5: non tutti i pacchetti riescono ad entrareangiunzione (nodo), supporremo che solo
una quantitéC potra farlo.

T

(- plc

Fig. 2.5: flusso di ingresso > massima capacitdirskiidi uscita.

Quindi intuitivamente da una linea entrante prowemy pC pacchetti, dall’altra

provengono(l— p)C pacchetti. Infatti la somma dei pacchetti proveteeda entrambi le

linee & esattamente ugualepé:+(1— p)C =C.

Flusso di ingresso < massima capacita sui linksdita. La situazione € mostrata in Figura
2.6: tutti i pacchetti possono essere smistatedidlee di trasmissioni uscenti. Assumiamo

C la quantita totale del flusso di ingresso da deweistare sui link di uscita.

Fig. 2.6: flusso di ingresso < massima capacitdirskiidi uscita.
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Quindi su una linea uscente vengono smistali pacchetti, sull’altra invece vengono
smistati (1- a)C pacchetti. Infatti la somma dei pacchetti uscentientrambe le linee &
esattamente ugualedaC + (1—a)C =C.
Come gia osservato, al fine di scegliere in mani¢tianale i parametri caratteristici della rete gon
stati analizzati i due funzionall, e J, che, a seconda dei valori dei flussi in ingresso @scita,

possono dipendere da differenti parametri. lllastid graficamente i diversi casi, tenendo presente
che il modello utilizzato descrive bene le dinameiatiella rete Internet in una scala temporale
intermedia e quindi a livello macroscopico la gitantdli informazioni trasmessa da una sorgente

arriva interamente alla destinazione senza perdita.
» Flusso di ingresso = massima capacita sui link stita: i due funzionaliJ, e J, non

dipendono ne dgp né daa .

Pacchetti =

Pacchetti = C T T T 1
\ C T 1T 171

Totale pacchetti entranti= Totale pacchetti uscenti=
4

Fig. 2.7:J, e J, non dipendono né da ne daa .

Pacchetti =
Pacchetti =

» Flusso di ingresso > massima capacita sui linksdita: i funzionaliJ, e J, dipendono dal

parametrop :

Pacchetti =

Pacchetti = C T T T 1

Totale pacchetti entranti= Totale pacchetti uscenti=
4

Fig. 2.8:J, e J, dipendono dap .

Paccheti = 2
Pacchetti =
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» Flusso di ingresso < massima capacita sui linksdita J, e J, dipendono dal coefficiente

a .
Pacchetti = I Pacchetti =
Totale pacchetti entranti= Totale pacchetti uscenti=
LT T 1
Pacchetti =
Pacchetti = 1]
Fig. 2.9:J, e J, dipendono dar .
3 Retidi TLC

3.1 Nozioni Preliminari

Consideriamo una linea di trasmissione come unaeseg di nodi (routersiN, . Ciascun nodad\,
invia pacchetti al nodo successii,, e i pacchetti possono essere persi in tale process
Assumiamo che esista una funzioﬁ’e[o,pmax] - [0,1], che indica la probabilita di perdita dei
pacchetti in funzione della densita dei paccheti dove p.. € la densita massima. Dalla
probabilita di perdita dei pacchetti, € possibiteelmere una velocita mediv;(p), e una funzione
flusso f(p)= pv(p).

Assumiamo che:
(H) La probabilita di perdita dei paccheRi &€ una funzione regolare crescente, dR)@o)z 0.

La corrispondente funzione di flusdo € concava e ha un unico massimo.
Una rete di telecomunicazioni & rappresentata danwmero finito di linee di trasmissione,
modellate da intervalll, :[ay ,b,] OR, i=1....,N, a <b. Tali linee sono connesse da alcuni nodi,
e ciascun nodal ha un numero finito di linee entranti e uscentiingli, il modello completo puod
essere descritto dalla copp(®,J) dove | ={I :i =1....N} & linsieme di linee, mentre) &
'insieme dei nodi.
Un problema di Riemann (RP) al nodo € un probldim@auchy con condizioni iniziali costanti su

ciascuna linea. Per descrivere le dinamiche ai,mouloduciamo le seguenti definizioni:
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Definizione 1: Un Riemann solver (RS) per un nodq che consiste di n linee entranti ed m linee
uscenti, & una mapp&S:|[0,0,.]" %[0, 0,.]" - [0.0,.)" %[0, 0,.]" che associa al dato di
Riemann oy = (0,9, 10mmo) in J un vettore 2 =(2,,.......0,..) tale che la soluzione su una
linea entrantd ;,i =1,......n e data daII’onde(pivo,ﬁi) e sulla linea uscentg;, j =n+1....n+me

data dall’onda(,f)j O ,0). Richiediamo la condizione di consistenza:

RRp,))=RYp,) -
Definizione 2: Sia la funzioner : [0,1] - [0,1] una mappa tale che :
1. f(z(0))= f(p) perognipafo];
2. 1(0)=p perognipn[01\{c}.
Chiaramenter e ben definita e soddisfa:
O<spso - og<r(p)<1,
o<sp<le 0< r(p)sa.

3.2 Riemann solvers alle giunzioni

Descriviamo ora due differenti Riemann solvers gllanzione per i due algoritmi RA1 e RA2. Per
l'algoritmo RA1 assumiamo le due seguenti regole:
(A) il traffico dalle linee di trasmissione entrantiistribuito sulle linee di trasmissione uscenti
in accordo a dei coefficienti fissati;
(B) nel rispetto della regola (A) il router scegliendandare i pacchetti di informazioni in modo
tale da massimizzare il flusso attraverso la giomeisulle linee entranti.
Secondo l'algoritmdRA2 i pacchetti sono processati al tempo di arrivdifjpa FIFO) e smistati
sulle linee di uscita in modo tale da massimizadtasso sia sulle linee entranti che uscenti.
Usando l'algoritmoRA2 determiniamo un unico RS dipendente dai parangetdistribuzione e
priorita, che poi consideriamo come controlli.

Ponendop, ., = Iconsideriamo due possibili flussi:

PO, if 0<p< 1
_ 2’
f(p)= . 2)
1+ P, | if E< <l
e
t(0)=pli-p). pO[0] (3)

Le corrispondenti funzioni di probabilita di perd#ono, rispettivamente date da:
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P(o)=p.
Per ogni funzione di probabilita di perdiR, che soddisfa la (H), definiamo
o,(P)=inf{p: P(p)> 0},
e O'Z(P) il massimo valore dif . Vale la seguente proposizione:

Proposizione 3:Data P che soddisfa (H), abbiamo che(P)< a,(P). Inoltre, vé costante su
[0,0,(P)].

Notiamo che per la funzione di flusso (2), abbiamlcéP)=02(P):%. Mentre, per (3), abbiamo

0.(P)=0, e0,(P)=

N

3.2.1 Algoritmo RA1- Nodo 2X1

Si consideri la giunzione in Figura 3.1, cdrb linee entranti € il link uscente:

v

Fig.3.1: nodo di tipo 2x1
Come gia osservato per tali nodi gli algoritRA1 e RA2 coincidono. In questo caso, se le capacita
delle linee sono simili, &€ naturale aspettarsi obe tutti i pacchetti possano attraversare il nodo.
Dunque accanto alle regole (A) e (B), abbiamo bisodi una regola aggiuntiva, che descrive la
percentuale di pacchetti che attraversano la giumeziprovenendo da ogni linea. Piu precisamente,

per un fissato parametro di prioriraD] 0,1[, consideriamo la seguente regola:
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(C) Assumiamo che non tutte i pacchetti possonasnnella linea uscente e stala quantita di

pacchetti che puo farlo. AllorapC pacchetti provengono dalla prima linea entraate
(1- p)C pacchetti dalla seconda linea entramte
La soluzione al problema di Riemann con dato imz(ﬂ?a,o,[’b,o,ﬂc,o) viene costruita nel seguente

modo. Poiché vogliamo massimizzare il flusso dfita attraverso il nodo (regola (B)), poniamo:

V.= min{y;"ax + yk;“ax,ycma? ,

max

dove ™, i=a,b, e yI™ sono rispettivamente i flussi massimi sulle liregranti e sulla linea
uscente. Infatti,j, € il massimo flusso che pud aversi attraversoilazipne e che rispetta la

condizione di Rankine - Hugoniot. Si noti che iregto caso, la matrice dei coefficienti di traffico,

dettaA, definita dalla regola (A), € semplicemente dafavettore riga (11) , quindi non viene data

nessuna restrizione aggiuntiva. Cio é dovuta abfahe c’é una sola linea uscente, e quindi i

pacchetti devono fluire verso tale linea necessatde.

Si consideri ora lo spazify,, y, ) e la retta:

1_
yb: pya’ (3)
p

definita in accordo alla regola (C). SiR il punto di intersezione di tale retta con la aett
Y. + ¥, = V.. | flussi finali devono appartenere alla regione:

Qz{(ya,yb) L 0SS Y™, 0Sy, + Y ST, :a,b} :
Bisogna distinguere i seguenti casi:

* P appartiene &2;

* P non appartiene &

| due casi sono rappresentati nella figura seguente

yb 1 yb A

max

7

y;nax y a:

15
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Fig.3.2: P appartenente & e P non appartenente@.

Nel primo caso, poniamy,, j,) = P, mentre nel secondo caso poniafjg, j;,) =Q, doveQ & il
punto diQn {(ya,yb) LVt Y= f/c} piu vicino alla linea (3). Una volta che sono istigterminati

V. e, (e y, ), possiamo determinare in maniera univgigai{a,b,c}. Vale infatti il seguente

teorema:

Teorema 4. Sia J una giunzione con due linee entranti e una lineeente. Per ogni

,oavo,,obvo,,oC'OD[O,,omaX], esiste un’unica soluzione debole ammissibpe= (,oa,,ob,,oc) alla
giunzione J, che soddisfa le regole (A), (B) e (C), tale che

£, (0.0= .o, £,(00= pyo, o 00= p, Inoltre, esiste un’unica 3—tupla

(Bas o Pe) O[0.0]” talle che

,bl:l {pIO}D]T(IOIO)’ Iomaxj|1 SeOSp'rOSU’izab
i [U, pmax], SeUSI[)i’OSpmaX’ N,
-~ [O' a]sseOSpC’OSO"
" e 0]o 7(en)] 5202 005 P

e periD{a,b}, la soluzione & data dall’ono(aoiyo,,f)I ) mentre per la linea uscente la soluzione &

data daII’onda(,bc,,oC,O).

3.2.2 Algoritmo RA2- Nodo 2X2

Poniamoci nel caso di= Bnee entranti en= dinee uscenti. Per una giunziode indichiamo

le densita dei pacchetti sulle linee entranté b, con p, e p,, e sulle linee uscent e d, con p,

e oy, € con(o, o, Pu0: Peos Pa ) 1€ condizioni iniziali,

Py

16
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Fig.3.3: Nodo di tipo 2x2.

Vale la seguente proposizione:

Proposizione 5.Consideriamo una funzione di flusso data da (@8 ¢3). Sianoy,™, ¢ =a,b, e

ywmax, ¥ =c,d, i flussi massimi che si possono ottenere sufledientranti e sulle linee uscenti,

rispettivamente. Allora:

(050). 1f 40 D[o,ﬂ,

2 ool
@ el

1
2
t(p,0). if pwyoﬂ}%,l]

max __
¢

Y,

7

Si definisce
r=min{l", .M.},

in?" out

dove

Co = Ve Vo s

o=y ™y,
Il flusso attraversoJ e rappresentato di e le soluzioni sulle linee sono determinate usahdo
parametro di prioritap, e il coefficiente di distribuzione .
Per risolvere il problema di Riemann in accordéalgbritmo (RA2), abbiamo bisogno di alcuni
parametri addizionali chiamati parametri di “prtafi e di “distribuzione del traffico”. Per
semplicita di esposizione, consideriamo prima unazione J in cui ci sono due linee di
trasmissione con traffico entrante e due lineerasmissione con traffico uscente. In tal caso,

abbiamo solo un parametro di prioritiaD]O,][ ed un parametro di distribuzione del traffico

a0]0,1 . Denotiamo con(p, o, 0, 0 P50 40 € (g 705 9,715,775 ) | dati iniziali.
Per massimizzare il numero di pacchetti che, atisoy una linea di trasmissione, entrano in una
giunzione e da questa escono, definiamo

r=min{rp=re,

out

dove 2 = ™+, ™ e [0 =y, + y,". Dunque, vogliamo ottenere come flusso attraverso

out
la giunzione.
17
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Si puo facilmente notare che, per risolvere il peota di Riemann, basta determinare i flussi

y.=1(p),i=12. Infatti, per avere onde semplici con velocita rappiate, cioé negative sulle

linee entranti e positive su quelle uscenti, assegn i vincoli (6), (7). Osserviamo che si puo

calcolarey; = f(2), i =1, 2 senza considerare il tipo di funzione di distrilbbue del traffico.
Dobbiamo distinguere due casi:

o I™=r;

o [>T .
Nel primo caso, scegliamg = )/™,i =1, 2.
Analizziamo il secondo caso, in cui usiamo il paetnm di prioritaq. Non tutti i pacchetti possono
entrare nella giunzione, cosi sia la quantita di pacchetti che puo farlo. Dungy€ pacchetti

provengono dalla prima linea entrantéle q)C pacchetti dalla seconda.

C

(I-g)C

Fig.3.4: interpretazione del parametro di priorita.

Consideriamo lo spazi()yl,yz) e definiamo le seguenti rette:
- n+y,=r.
Sia P il punto d'intersezione delle lineg, e r.. Ricordiamo che il flusso finale dovrebbe
appartenere alla regione:
Q={(y1,y2) L0y < Y™ =1,% ‘
Distinguiamo due casi:
la) P appartiene &2 ;

2a) P non appartiene & .

Nel primo caso, scegliamo (f/l,f/z):P, mentre, nel secondo caso, scegliamo

(171,;72) =Q = proj,,, (P), dove proj e la proiezione canonica su un insieme convesso.

18
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e

Fig.3.5: Riemann solver per il parametro di preorit

Il ragionamento si puo ripetere anche nel casa tinee entranti. InR" la rettar, & data da

r, =tv,, tOR, cony, JA , dove

A ={(y1,...,yn): y,20ji=1,.n Zyi = }
i=1

e il simplesso di dimensiong@-1) e

H, ={(y1,...,yn): Sy :r}

i=1
e un iperpiano dovel =min{X )™, > ™} . Poiché v,0A ,, allora esiste un unico punto
in out
P=r,nH.. Se POQ, scegliamo (y,...,)=P. Se POQ, allora scegliamo
V-V )=Q= proj,.,. (P), la proiezione sull'insieme2 n H.. Si osservi che la proiezione e
unica poichéQ n H, e un sottoinsieme chiuso convessdgli.
Osservazione Una possibile definizione alternativa nel casd]® & scegliere(y,,...,J,,) come
uno dei vertici diQ n H,.
Come per l'algoritmo (RA1)77>" = 775°, i =1, 2.
Determiniamo, oray,, j = 3,4.
Come per le linee di trasmissione entranti, dobbiaistinguere due casi:
. ToR=T

N

out

: A max s - N
Nel primo casoy; = y/™, j =3,4. Determiniamoy, nel secondo caso.

19
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Riferiamoci ada , il parametro di distribuzione del traffico. Poé&chon tutti i pacchetti possono
essere smistati sulle linee di trasmissione usceiatC la quantita di pacchetti che puo farlo.

Dunque,aC pacchetti verranno instradati verso la linea uscéne (1-a)C verso la linea

uscentel ,. Si consideri lo spazi()ya,y4) e si definiscano le seguenti rette:

. l-a
lo = Va ZTV.@’

o yaty,=T.
La rettar, puo essere calcolata a partire dalla matAcdnfatti, se assumiamo che la matrice di

distribuzione del trafficoA sia assegnata, allora calcolia...,),, e scegliamoy, JA, , da

v, =0, n{tAJ,..7,): tOR,

dove

Ay ={(yml,--.,yw”): Vo2 0i=1.m>y, = }

i=1
e il simplessqm-1) dimensionale.
Se abbiamo una matric& unica ed un unico vettore, , allora i flussi sulle linee uscenti vengono
calcolati come nel caso senza sorgente e destmagi9)).
Distinguiamo due casi:
1b) P appartiene &2 ;
2b) P non appartiene .
Nel primo caso, scegliam@, 7,) = P, mentre nel secondo caso scegliaffigy,) =Q, dove
Q= proj, (P). Possiamo estendere quanto detto al caso tinee uscenti come per le linee
entranti, definendo l'iperpiandl; ={(},.;; .- V) 22wy =T} € scegliendo un vettore

v, UA, .

Infine, definiamo7z>¢, j = 3, 4:

St -5 d) £3)
71, (t,a, +,s,d) == A
f(2)

20
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per ognit =0, j0{n+1,....n+m}, SIS, dOD.

OsservazioneOsserviamo che nel caso dell'algoritmo (RA2) troviaseparatamente la soluzione

per le linee entranti ed uscenti.

3.3 Problemi di controllo ottimo per reti di telecomunicazioni

Sia data una retfl ,J), con nodi aventi al piti due linee entranti e al giile linee uscenti, e un dato

Riemann solversRS a ciascun nodo, dipendenti dai parametri di paoe di distribuzione del

traffico, p e a, rispettivamente. Consideriamo orp e a come controlli. Per misurare

I'efficienza della rete, &€ naturale considerare:

1. La velocita media alla quale i pacchetti viaggianta rete.

2. lltempo medio dei pacchetti dalla sorgente allstidazione.
Chiaramente, I'ottimizzazione di 1. e 2. e la sdess ci riferiamo ad un singolo pacchetto, ma i
valori mediati possono essere molto differentidsine c’é una relazione non lineare tra queste due
guantita). Siccome il modello considera quantitacmscopiche, possiamo stimare le medie
integrando rispettivamente sul tempo e sullo sp&zieelocita media e il reciproco della velocita

media. Cosi definiamo i seguenti funzionali:

J, (1) :Zjliv(pi (t,x))dx

1
J,(t) = . dx
() ZH—)vp'(t,x)
e per ottenere valori finiti, assumiamo che l'intdlo di ottimizzazione sia dato dEO,T] per

qualcheT > 0
Notiamo che cio corrisponde alle seguenti operazion
- media nel tempo, per elaborare la funzione di dvdite di perdita;
- media sullo spazio, per passare al limite e oteeitenodello (1);
- integrare sullo spazio e nel tempo per otteneraldre finale.
Osservazione: Partendo da una rete di telecomunicazione rdataldre di tali funzionali dipende
dall'ordine in cui le medie e le integrazioni sqnese.

Riassumendo, abbiamo i seguenti problemi di cdotaitimale:
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Dati: Rete (1 ,J); dati iniziali p = (,)_, ,; orizzonte temporalf0,T], T > 0.

i=1,...|
Dinamiche L'equazione (1) su ciascuna lindall e il Riemann SolveRS per ciascunJ Ul
dipendente dai controllir e p.

Variabili_di controlla Parametri di distribuzione del traffico - a,(t) e parametri di priorita

t - p,(t), cioé due controlli per ogni noddll . J

Spazio di controllo{(a,, p,): 303, a,,p, 0L~ (0,T] Jod])}.

Funzioni di costoFunzionali integrati:

T . (T
maxJ'0 J,(t)dt, man'0 J,(t)dt.
Definizione 6.Chiamiamo(P ), il problema di controllo ottimale riferito al faonale J; :

(R) maxJ;, soggetta alla (1)
a,p

(R) Enir)l\]l, soggetta alla (1)
a,p

OsservazioneNotiamo che al piu una variabile di controllo éwattad ogni istant¢ per un nodo
J0J per cui le funzioni di controllo sono ridondarfier esempio si puo notare che, per alcune

situazioni (I, >T,,), la soluzione del RP al nodd non dipende dar, ; quindi, il controllo a,

out

non influenza la soluzione. In questo senag, non & attivo e per questa ragione puod essere

considerato ridondante.
La soluzione dei problemi di controllo ottimaleatii sopra € estremamente difficoltosa. Valgono i
seguenti risultati:

Proposizione 7.Fissiamo una funzione di probabilita di perdia che soddisfa la (H), una

giunzione J con un assegnato Riemann SolR%$ e dato iniziale al nod@,. Abbiamo:

()  Le mappe Input/Outputr — f(p,(a)) e p — f(2,(p)) sono continue.
(i) Ser,<Tr,, e una linea uscente, dett®", soddisfa g, , >%, allora a - v(,c:)i (a)) &

out

discontinua. La stessa conclusione si ottieneper v(,gi (p)) invertendo i ruoli di linee

entranti e linee uscenti.

(i)  Le mappe Input/Outpur — V(o (a)) e p - V(2 (p)) ammettono sempre un massimo

se e soltanto se,(P) =, (P).

Un’immediata conseguenza della Proposizione 7sedaente:
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Proposizione 8.Per una data funzione di probabilita di perdRa se o,(P)<o,(P), allora i
problemi di controllo ottimalgP,) e (P,) possono non avere soluzione se la funzione dsdwe

data dalla (3).
Commento. Notiamo che, per il flusso (2)7, =0, =1, mentre per il flusso (3)7, =0, e o, =%.

Per la Proposizione 8, nel caso del flusso (3)rgnomno non avere soluzioni. Al contrario, la
Proposizione 8 non si applica nel caso del flu&o Rer di piu, abbiamo sempre una soluzione

come mostrato nel Teorema 10.
Nella soluzione dei problerT(R) proponiamo il seguente approccio:
Step 1 Per ciascuno nodd e Riemann solveRS,, si risolve il problema di controllo ottimale
semplificato:

max(r min) J,(T),
per T sufficientemente grande, sulla rete formata stitdia J con dati costanti iniziali, prendendo
soluzioni approssimate quando c’e assenza di agite
Step 2 Applichiamo il controllo ottimo ottenuto a ognstante di tempot nell’orizzonte di
ottimizzazione e a ogni nodd, prendendo il valore s su ciascuna linea come dato iniziale.

lllustriamo lo step 1 nelle prossime sezioni. Notia che, perT sufficientemente grande,

assumiamo che il dato é costante su ciascuna lijuesto semplifica fortemente I'approccio.

3.4 Ottimizzazione del traffico ad un singolo nodo

3.4.1 Ottimizzazione algoritmo RA1 (RA2) — Nodo 2X1

Consideriamo ora la funzione di flusso data da:

(o) =Vmaxp(1—ij-

max

| funzionali di costo potranno essere scritti casague:

‘]1 =Vac +Vbc;
J2 :i+i+i;
Va Vb Vc
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doveV, = v(,b¢)+v(,bc) = vmax(z p"’”’ ) ¢ =a,b, e p & lasoluzione del PR al nodo. Essendo

vmax,b(l—ﬁx) =y, si ha:

conJA(§) =Ve, —42=j e

V(84) = Vi (122) =35 20 Vo 54275 0= a1
V(8.) = Ve (1722 = 225 20 = Vo= $/B(72) )

€,

max max

{ -1 se p,,<0 ey + )y <y™ oppure p,,<0, ¥,
S =
(] max

+1 se p,, 20, oppure p,,<0, y,

max max
< y a + y b
max

e P V. <V

max

e P .2V,

max

< Va

max

W

per linee uscenti

-1 se pc,O < g, opc’o >0, y;ﬂax + ykr’nax< ycmax;
S =

C

ax max max
t1 S0, >0, Vi Yy 2 Y,

dove

p, if g=a;
Py = o
1-p, if g=h.
Allora si ha:

\Y

V¢c=2;a* (400~ 2= 3/8(7) - 58(7.)) . 4=

[ 2PV~ B (7) =2 (3B (7] + 5B(7, )} (22)

20
J, = max , (3a)
i |D[§c} Vmax(zlomax_vmax_ S A(j}l))

J, =

ma

Si considerino le seguenti condizioni:

max.

Al V.=py. <V
24
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A2 7, =0-p)f <p™
Le soluzioni del RP, quindi, sono le seguenti:

max

o (py..@-p)j..y™), se entrambal edA2 sono soddisfatte;

max max

. ( V.=V ,yé“ax), seAl non é soddisfatta a2 lo e;

max

o (-
Il caso in cuiAl ed A2 siano entrambe false non €& possibile dal momehto risulterebbe

~ ax max
Ve> Vo H Yy

,ycmax), A2 non é soddisfatta eAll lo e.

Fissato p, ,¢D{a, b}, e p., € possibile determinare per quali valori pi sono soddisfatte le

max

condizioniAl edA2. Sey, =y ,sia:
Vo= Ve 13
R A A
k™= yl’)ax’
Va
=5
Va

E facile controllare che vale la relazioke<k* . Allora, si ha

s perp= 1 —, Al é falsa edh2 € vera,
1+k

e perps< Al é vera edA2 ¢ falsa,

1+k*’

* per —, risulta cheAl edA2 sono entrambe verificate.

<p<

1+k*

Si assuma, allora, clfl edA2 siano entrambe verificate. In questo caso,

A

7=(pp.,@- p)i.ym™).

Massimizzare J, e minimizzare J, equivale a massimizzare la (2a) e minimizzare 3a),(
rispettivamente. Essenddl ed A2 entrambe soddisfatte, psr ed s, risulta un unico caso in cui

s, =s, = +1. Allora bisogna massimizzare

jl :_h[ﬁl(pyc)-l-ﬁl(j}c - pyc)]’

max
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e minimizzare

5 = 1 .\ 1
; 182(_:L pj}c) ﬁz(_lf/c'pf/c)'

con

132 (a’ X) = 2pmax ~Viax + a\/ Vmax(vmax - 4—j’

dove jl e 32 sono la parti , rispettivamente, della (2a) e,(Bah dipendenti dal paramet.

Nel caso in cui la condiziorn®l e falsa ed\2 vera, o viceversa, allora i funzionali di costpe J,

sSono costanti rispetto p. In particolare si avra:

max

N

max

+ﬂ1(y$ax)—ﬁ1(?c —n’?“) ses, =-le p,y, 2 y;™,

1 1 N
+ - a: :+1 CZ max’
s Bt Bl y) eRTsTe Ry

2 1 1 .
+ - =-1 L2V
Glriy™) By -y) X TP

Per completare I'analisi dei costi € sufficientéetttiare le loro derivate rispetto @ nella regione
in cui A1 edA2 risultano essere entrambe vere. E facile troviaeeJ; decresce pep <3 e cresce

per p><, mentre per), accade esattamente I'opposto.

Una scelta ottima per il parametp € data nel seguente Teorema.
Teorema 9.Si consideri un incrocio con una linea entrantei@ aiscenti. | funzionali di costd, e

J, risultano essere ottimizzati per gli stessi vatrp .
In particolare,

1 pers,=s, =+1sihache:
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a. pD[O ] sek™ <1<k",conkk® > 1oppurel<sk <k’ ;

b. pO|o,2 [Djflj sek” <1<k",conk’k" =1,

1+k*
C. pD[ﬁ, , sek™ <1<k™, conk’k" < 1,oppurek” <k < 1;
2 pers,=s =-1sihache:
a. pD[O,ﬁ], sek™ <1<k’, conk™k® < lpppurek” <k' < 1

b. pO|o-L

lD]KlJ sek” <1<k conk'k'=1

1+k*

c. pO|L .1 sek <1<k’ conkk*> Loppurel<k™ <k* ;
3 pers,=-1=-s ,siha chepD[ﬁ ]]

4 pers,=+1=-s ,siha chepD[O,ﬁ

3.4.2 Ottimizzazione algoritmo RA2 — Nodo 2X2:

Concentriamoci sulla funzione di flusso data dég Per I'ottimizzazione della funzione di flusso

f(,o) = ,0(1—,0), ci riferiamo a [23] — [24].

p<1. Abbiamo che v(p)=H (- s¢)+ ~Py

H(s,) .

Sia p=y, 0 <ps 1, e p=1-7, %

0,
,0,,,

1,//

p=ab, v(p,)=H(-s )+ H(s,), ¢ =c,d, dove H(x)é la funzione di Heavyside e, per

le linee entranti:

1
_l |f p¢0 -
- 2
S = 1
+1 if >=;
Lit p,,2 >
per le linee uscenti:
. 1
=1 if Py o <
_ 2
S, =
. 1
+1if p,, 25

Poi per T sufficientemente grande,
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J1(T) =2[v(p,) +V(p,) +V(0.) +V(P4)l,  (6)

35(T) =1(2,) +1(p,) +1(0.) +1(Py), (7)
con
Py _
H(s) +p.[H(=s,) —H(s)]

t(o,) =
Definiamo le seguenti condizioni:
Ai:yc :arin <ycmax;
Ay, =A-a), <y,

Quindi, sel =T, le soluzioni del RP sono:

in?

« V=" n"al, . (1-a)l,), se A e A, sono entrambi soddisfatte;

max

e V=" n YTy, se A non e soddisfatta 8, € soddisfatta;

max max

o V=" =Y ), se A é soddisfatta éd, non € soddisfatta;
Notiamo che il caso dA e A, entrambe false non é possibile, giacche sar€hberl_,.
Per le linee entranti, consideriamo le condizioni:

By Ve = Plou<Va

B, o == Pl <V -

Ora, sel =T, le soluzioni del RP sono le seguenti:

o Y=(PMu (P o Ve u vy ), se B, e B, sono entrambi soddisfatte;

max max max

o V=T VLY ™), se B, non e soddisfatta B, & soddisfatta;

max

o ==V vy v, ™), se B, é soddisfatta €8, non & soddisfatta;

Notiamo che il casd®, e B, entrambe false non é possibile, giacché saréhpe I, .
Una volta fissatip, e o, , ¢ D{a,b} e wD{c,d}, possiamo avere per qualche valorerdd pche

le condizioni A, A,, B,, B, sono soddisfatte come segue.l[Sel’,, sia

In?

Ve =T=va™ Ve =T-y™,

'8_: yriax' ﬂ+:yd—"

Ve Ve

Poi, si ha che
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e peraz 1+%8‘ , A efalsaeA, e vera,

A évera eA, e falsa,

+ 7

e peracs !
1+

1 1
<ac<

YT

Se diversamenté =I"__, sia

out?

* per , A e A, sono entrambi vere.

q_= yriax' q+=yb '
a Ya
Poi, si ha
1 R .
* perpz —, B, efalsaeB, e vera,

1+q
* per ps%, B, é vera eB, é falsa,
q

1 1
<ps

. er
Pl g <P g

, B, e B, sono entrambi vere.

L’obbiettivo € massimizzare il costd (T) e minimizzare il costal,(T) rispetto ai parametrir e

p.

Teorema 10: Consideriamo una giunziong con due linee entranti e due linee uscenti. Se
r=r,=r,, eT é sufficientemente grande, i funzionali di co3f(T) e J,(T) non dipendono né
daane p. Sel =T, , i funzionali di costoJ,(T) e J,(T) dipendono solo da . | valori ottimi

per J,(T) sono i seguenti:

() Ses.=s, =+l e <1<p", B >1 oppurels B~ <37, aD[O,ﬁ];

.. - e ot 1 1

(i) Ses,=s;=+lefB <1<p", BB :1,aD[0,1+IB+[U]1+B_ A1,

(i) Ses.=s;=+lepf <1l<fB", BB <1 oppuref <f" < 1am[#,l];

(iv)y Se s, =-s,=-1 aD[O,#[ nel caso: B <1<pB", 1<fB <pB", oppure
B <pB <1,

(v) Se s ,=-s,=+1, am]#,l] nel caso: B <1< pB", 1<fB <pB", oppure
B <pB<1.
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Serl =T, i valori ottimi perd,(T) sono i seguenti:
0] Sesc=sd=+loppurescz—sd:—1e,8‘sls,8+,a=%;
(i) Ses.=s;=+1 e <B" <1 allo ,8]
(i) Ses =s,=+1 el<sp <p", aD[F ]
(iv) Ses,=-s,=-1 el<sfB <p", oppureff"<f" < ;LaD[O1 5 [
(v Se s =-s,=+1 e [ <1<pB", oppure 1< <[, oppure B <f"<
1
aD]—,B A].

Sel =T, i funzionali di costoJ,(T) e J,(T) dipendono solo dg . | valori ottimi perJ,(T) e

out?

J,(T) sono gli stessi pew quandol’ =T, , se sostituiamar con p, 8~ conq™,e 8" conq".

in?

Appendice

In questa sezione riportiamo la dimostrazione égréma 10:
Dimostrazione Per semplicita, da questo momento lasciamo dee pardipendenza di,(T) e

J,(T) da T. Ser=r,=r,,, A e A sono entrambe soddisfatte se e soltanto se

max

B =p"= Yo . quindi, a = y°r . In questo caso,
7

max ’
c

max max max)
)

V=" Ve Ve Ve

e J,(T) e J,(T) non dipendono né danep.

Assumiamo chd =T, <l ,, € A e A, sono entrambe soddisfatte. In questo caso,

V=0 hat (1-a)r),

e massimizzarel,(T) e minimizzareJ,(T) é equivalente a massimizzare (6) e minimizzare (7)
rispettivamente.

Assumiamo chd” =T, e che A e A, sono entrambe vere. Allora, =s, =+ ; @lobbiamo quindi

massimizzare
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= 1-p. 1-p, al @-a)yr
J, =H(-s.)+H(-s,)+ H(s.)+ H(s,) = + :
LFHES)THES)+ )+ H (8 = e o
e minimizzare
= oA yop _1-al +1— @-a)r

J, = =
i H(Sc)+ﬁc[H(—Sc)-H(Sc)]+H(Sd)+ﬁd[H(—Sd)-H(Sd)] at @-a)r

. . 1 . e . 1
Notiamo che il casg, = p, =§ non puo verificarsi, dal momento che avrempi8* = y;™ =§ e

I=1; ma il massimo valore dI",, & 1, la qual cosa contraddice I'assunzione Epe<l .

out

Dall’'espressione della derivata prima e secondd (i) e J,(T), risulta cheJ,(T) e J,(T) sono
convesse con un minimo im , dovea :%.

Per valori dia tali cheA é soddisfatta ma\, no e viceversa, abbiamo chk(T) e J,(T) non

dipendono dax e, in particolare, i valori di, e J, sono i seguenti:

2, ses,=s, =-1,
J,= ; ses, =-s,, =+1 a |‘>ymax
1 1_r+yw‘max’ (4 (3 y = ry !
1 ses, =-s, =+1, a,l 2y,™
max ' w T Sy T v =7y !
1-y,
2, ses, =s, =-1,
= 1 max
3=y — ses,=-s, =+l aq,l 2y, ™,
=V,
1 max
— ses, =-s, =+La,l 2y, ",
Yy
dove abbiamo usato la notazione
.| ¢, sey=d,
Y= _
d, sey=c,
a, sey =cC,
a, =1—a4,. = y
l-a, sey =d.
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Ottimizzazione di a :

Forniamo la scelta ottima @i inizialmente quands, =s, =+ .1Poi considereremo il caso in cui o

S. oppures, o entrambi sono uguali a -1. Possiamo raccogléeseguenti informazioni per il
funzionalel,:

Caso B <1< pB":

J, é costante pe@<a <

a <

g

—, poi decresce pef——< asl, poi cresce perls !
4 1+ 2 2

. 1 e .
€ pol € ancora costante plei? < a <1. Distinguiamo tre sottocasi:

1. 11 —> 1 ——= e semplificandoB 3" > 1In questo caso abbiamo che i valori
2 1+p3° 1+pB 2

ottimi di J, sono peraD{O, 1 +} ;
1+

2. 1— 1+: 1_—1 e semplificando g°8"= 1 | valori ottimi diJ, sono per
2 1+3° 1+ 2

aD{O, 1+{U} 1_,1};
1+ 8 1+ 8

—< _—1 e semplificando f7B" < 1| valori ottimi diJ; sono per
1+8° 1+p4 2
1

Caso 8 <pfB" <1:

J, e costante ped<a <

1 —, poi cresce per -<a< —, € poi e ancora costante per
B 1+ 1+p8

1 —<a <1. | valori ottimi di J, sono pera U L_,l :
1+ B 1+ 8

Casol<s B <"

J, € costante pe0<a <

—, poi decresce perl—+ <a< —, € poi € ancora costante per
B 1+ 1+p8

—<qa<1. | valori ottimi di J, sono pera [J| 0, 1 - -
1+ 1+

Per il funzionalel, :
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Caso 8 <1< pB":

1
1+

N 1 . 1 1 , 1
J, é costante ped< a < —, poi decresce per——-<a <—, poi cresce pe-<a <
1+ 1+ 2 2

. 1 . s 1 - .
€ poi € ancora costante |c>1ej;7 <a <1. Il valore ottimo diJ, € pera =§; Casof <p  <1:

. 1 1 -
pol cresce per——=<a < —, € pol e ancora costante per

J, & costante pef<a < -,
1+ 1+ 1+

—<a<1. | valori ottimi diJ, sono pera | 0, 1 —|;
1+8 1+

Casol<s B <"

e poi & ancora costante

. 1
poi decresce per—_-<a<

1
1+ 87 1+ 1+

J, e costante peb<a <

<ag<l.

1+ 8~

per

| valori ottimi di J, sono peraDLL_ ,1]

+B
Focalizziamo la nostra attenzione sul funzionaleodito J, e consideriamo il casg. =-s, =- .1
Abbiamo le seguenti disuguaglianze:
max max
Vi 7 1

max + max < max ;
1-y, 1-T +y, 1-y,

Vo o T—v= _ 1

1_ ycmax 1_ I— + ycmax 1_ r + ycmax !

1 1
>

1_ ydmax 1_ r + ycmax )

Dunque nei casff” <1< 8",1< 3~ < 3" oppureS~ < 37 < 1lil valore ottimo diJ, € ottenuto per

aD{O, 1 {.
1+ 8

Se s, =-s, =+ 1 abbiamo le seguenti disuguaglianze:

V. r-y™ 1

1_ ycmax 1_ r + ycmax 1_ ycmax !
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ydmax N I—_ydmax . 1 .
1_ ydmax 1_I—+ydmax 1_I—+ydmax’

1 1
max> max "
1_yc 1_r+yd

Quindi nei casif <1<f", 1< <[B" oppure S~ <" < 1 il valore ottimo di J, & per

aa} 1Jq.
1+

Per quanto riguarda il funzionale di coslg, possiamo fare come fatto prima cdp e i risultati

possono essere riassunti nel modo seguente:

* ses . =-S; :—leﬂ‘slsﬂﬂa:%;

e ses,=-s;,=-lel<fB <pB", oppureff <f" < 1GD{0'1+1[;’{;

e ses,=-s;,=+1 B <1< B, oppurel< S~ < B7, oppureS- <" < 1aﬂ}ﬁ,l}.

Assumiamo chel =T, B, e B, sono entrambe vere. Alloras, =s, =+ ; & dobbiamo

massimizzare

< _ 1-p, 1-p, _ pr A-pr
‘J _H(_Sa)+H(_ )+ — H(Sa)+ — H( )_ + ’
1 >, p T 1-a-pr

e minimizzare

j = Pa + Oy _1-pr 1-@-pr |
©H(S)+D[H(=S)-H(s,)] H(s)+p[H(-s,)-H(s)]  pr @-p)r

Per valori di ptali che B, € soddisfatta ma, non lo e e viceversa, abbiamo cege J, non

dipendono dar e, in particolare, i valori dJ, e J, sono i seguenti:
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2 se s, =s, =-],
e 1 max
= — se s, =-s, =+1 p,[ =2y, ",
1 1_I_+y¢'max (] (4 p¢ y¢
1 max
se s, =-S, =+1 p,l =2y,
max (] (] [ ¢
1-y,
2 se s, =s, =-],
T 1 max
3= ——— se s, =-s, =+1 p,[ 2y, ",
=V,
1 max
e se s, =-s, =+1 plzy, ",
Ve

dove abbiamo usato la notazione:

| valori ottimi di p per J, e J, possono essere elaborati considerando i risulédia precedente

sottosezione, se sostituiamaon p, 8 conq ,e 3" conq’ .
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